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Resumo

Métodos numéricos tém como objetivo a obtencao de aproximacoes para a solucao de
equagoes em situagoes nas quais métodos analiticos se mostram inviaveis, em geral devido a
elevada complexidade matematica dos problemas considerados. Nesse contexto, abordagens
baseadas em redes neurais artificiais tém se consolidado como alternativas promissoras
para a resolucao de equacgoes diferenciais, sobretudo em cenarios de alta dimensionalidade
ou com forte ndo linearidade. As Redes Neurais Informadas por Fisica (Physics-Informed
Neural Networks — PINNs) constituem uma classe de métodos computacionais nos quais
a formulacao do problema fisico é incorporada diretamente a funcao de custo da rede
neural, por meio das equagoes diferenciais governantes e de suas condigoes iniciais e de
contorno. Essa estratégia permite que o processo de treinamento seja orientado nao apenas
por dados, mas também por principios fisicos bem estabelecidos, possibilitando a rede
capturar, de forma consistente, tanto as caracteristicas globais quanto os comportamentos
locais associados a dindamica do sistema em estudo. Sob essa perspectiva, o presente
trabalho tem como objetivo investigar o uso de Redes Neurais Informadas por Fisica
como ferramenta computacional para a solugao de equagoes diferenciais em sistemas
quanticos independentes do tempo. Busca-se avaliar, de maneira sisteméatica, a robustez
numérica, a estabilidade do processo de treinamento e a capacidade de generalizacao dessas
redes frente a diferentes configuragoes do problema. A anélise é conduzida por meio da
implementacao e comparacao de dois frameworks amplamente utilizados na literatura,
PyTorch e Neurodiffeq, permitindo discutir nao apenas os resultados fisicos obtidos, mas
também aspectos computacionais relacionados a eficiéncia, flexibilidade e reprodutibilidade

das solugoes.

Palavras-Chave: Redes Neurais; Equacoes Diferenciais; Sistemas Quéanticos;

Pytorch; Neurodiffeq



Abstract

Numerical methods aim to obtain approximate solutions to equations in situations where
analytical approaches become unfeasible, generally due to the high mathematical complexity
of the problems under consideration. In this context, approaches based on artificial neural
networks have emerged as promising alternatives for the solution of differential equations,
particularly in high-dimensional settings or in the presence of strong nonlinearities. Physics-
Informed Neural Networks (PINNs) constitute a class of computational methods in which
the formulation of the physical problem is directly incorporated into the neural network
loss function through the governing differential equations and their associated initial and
boundary conditions. This strategy allows the training process to be guided not only by
data, but also by well-established physical principles, enabling the network to consistently
capture both global features and local behaviors associated with the dynamics of the
system under study. From this perspective, the present work aims to investigate the
use of Physics-Informed Neural Networks as a computational tool for solving differential
equations in time-independent quantum systems. The study seeks to systematically
evaluate the numerical robustness, training stability, and generalization capability of these
networks under different problem configurations. The analysis is carried out through
the implementation and comparison of two frameworks widely adopted in the literature,
PyTorch and Neurodiffeq, allowing for a discussion not only of the physical results obtained,
but also of computational aspects related to efficiency, flexibility, and reproducibility of

the solutions.

Keywords: Neural Networks; Differential Equations; Quantum Systems; Py-
Torch; Neurodiffeq
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Capitulo 1

Introducao

A resolugdo numérica de equagoes diferenciais constitui um dos problemas centrais
da computacao cientifica, estando presente em aplicagoes que vao desde a modelagem
de sistemas fisicos e bioldgicos até a simulacao de processos industriais e tecnoldgicos.
Em muitos desses contextos, as equacoes governantes sao nao lineares, de alta ordem
ou definidas em dominios complexos, o que torna a obtencao de solugoes analiticas
invidvel e impde desafios significativos do ponto de vista computacional (Reddy, 1993).
Tradicionalmente, tais problemas sao tratados por métodos numéricos classicos, como
diferencas finitas, elementos finitos e métodos espectrais. Embora amplamente consolidados,
esses métodos dependem fortemente da discretizacao explicita do dominio, do refinamento
de malhas e de estratégias especificas para a imposi¢ao de condi¢oes de contorno, o que
pode resultar em elevado custo computacional, dificuldades de implementacao e limitagoes
na generalizacao das solugoes (Taneja, 2008) (Gould; Tobochnik; Christian, 1988).

Nos tltimos anos, avangos em aprendizado de maquina e redes neurais artificiais
tém impulsionado o desenvolvimento de novas abordagens computacionais para a resolucao
de problemas governados por equacoes diferenciais. Em particular, a combinacao de redes
neurais profundas com técnicas de diferenciagdo automatica permitiu o surgimento de
métodos capazes de aproximar solugoes continuas e diferenciaveis sem a necessidade de
malhas explicitas. Nesse contexto, destacam-se as Redes Neurais Informadas por Fisica
(Physics-Informed Neural Networks, abreviado como PINNs), que incorporam diretamente
as equagoes diferenciais e as condigoes fisicas do problema na fungao de custo utilizada
durante o treinamento (Lagaris; Likas; Fotiadis, 1998) .

Do ponto de vista computacional, as PINNs representam uma mudanca de para-
digma: em vez de resolver a equacao diferencial por meio de esquemas discretos locais,
o problema é reformulado como um processo de otimizagao global no espaco de fungoes,
no qual a rede neural atua como um aproximador universal. Essa caracteristica torna o
método particularmente atrativo para problemas multidisciplinares, nos quais o conheci-
mento prévio do sistema pode ser incorporado como restricao, reduzindo a dependéncia

de grandes volumes de dados rotulados. Entretanto, apesar do crescente interesse pelas
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Capitulo 1. Introducao

PINNSs, diversos desafios computacionais permanecem em aberto, especialmente no que se
refere a estabilidade numérica, a convergéncia do treinamento, a escolha de arquiteturas
adequadas e a capacidade de generalizagao das redes (Krishnapriyan et al., 2021) (Wang;
Teng; Perdikaris, 2021). Tais questoes tornam-se ainda mais evidentes em problemas
governados por equagoes diferenciais de natureza espectral, nos quais a solugdo apresenta
comportamentos oscilatorios, regides de decaimento e forte dependéncia das condi¢oes de
contorno.

Neste contexto, esta dissertacao propoe uma investigacao computacional do uso
de Redes Neurais Informadas por Fisica para a resolucao da equacao de Schrodinger inde-
pendente do tempo. Embora a equacao de Schrodinger seja oriunda da mecanica quantica,
ela é utilizada neste trabalho como um conjunto de problemas de benchmark, permitindo
avaliar de forma controlada o desempenho das PINNs em sistemas descritos por equagoes
diferenciais com solugoes analiticas conhecidas. O foco principal da pesquisa estende-se na
analise fisica dos sistemas quanticos em si e na avaliagao critica das PINNs como método
computacional. Sao analisados aspectos como convergéncia, estabilidade, extrapolacao
e sensibilidade a escolhas arquiteturais e estratégias de treinamento do ponto de vista
computacional, e do ponto de vista fisico, o efeito de tunelamento quantico, densidade
de probabilidade e respeito as mudancas de potenciais. Para isso, sdo consideradas duas
abordagens de implementagao: uma baseada diretamente no framework PyTorch e outra
utilizando a biblioteca NeuroDiffEq, possibilitando comparar niveis distintos de abstragao
e controle computacional.

Dessa forma, este trabalho situa-se na intersecao entre computacao cientifica,
aprendizado de maquina fisica aplicada e matematica, explorando como técnicas modernas
de redes neurais podem ser empregadas como ferramentas computacionais gerais para a

solugao de equacoes diferenciais governadas por leis fisicas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem como objetivo investigar o uso de Redes Neurais Infor-
madas por Fisica (PINNs) como ferramenta computacional para a solu¢ao da equagao de
Schrodinger independente do tempo. Busca-se avaliar, de maneira sistematica, a robustez
numérica, a estabilidade do processo de treinamento e a capacidade de generalizacao dessas
redes frente a diferentes configuragoes do problema. A anélise é conduzida por meio da
implementacao e comparacao de duas abordagens distintas. Na primeira, utilizando o
framework PyTorch, adota-se uma estratégia de particio do dominio espacial em subdomi-
nios, associando-se uma rede neural a cada particao. Essa abordagem permite investigar

os efeitos da decomposi¢ao do dominio na estabilidade do treinamento, na propagacao
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de erros e na qualidade da aproximacao global da solugao. Na segunda, empregando
o framework Neurodiffeq, considera-se o dominio completo modelado por uma tnica
rede neural, possibilitando uma analise comparativa entre a abordagem monolitica e a
abordagem particionada.

Dessa forma, pretende-se discutir ndo apenas os resultados fisicos obtidos, mas
também aspectos computacionais relacionados a eficiéncia, convergéncia, flexibilidade

estrutural e reprodutibilidade das solugoes.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Analisar a formulagdo matematica da equacgao de Schrodinger independente do tempo

e suas solucoes analiticas para sistemas quanticos selecionados.

2. Investigar métodos analiticos de resolucao de equacgoes diferenciais, estabelecendo

critérios de comparagao com abordagens baseadas em aprendizado de maquina.

3. Implementar Redes Neurais Artificiais para a aproximagao de solugoes de equagoes

diferenciais, avaliando diferentes arquiteturas e estratégias de treinamento.

4. Formular e implementar Redes Neurais Informadas por Fisica (PINNs), incorporando

as restrigoes fisicas diretamente na funcao de perda.

5. Desenvolver e comparar duas estratégias computacionais distintas: (i) uma aborda-
gem com particdo de dominio utilizando multiplas redes no framework PyTorch; (ii)

uma abordagem monolitica com rede tnica utilizando o framework Neurodiffeq.

6. Avaliar o desempenho numérico das abordagens propostas em termos de estabilidade,

convergéncia, erro médio quadratico (MSE) e erro relativo em norma L2.

1.2 Estrutura do Documento

A organizacao da dissertacao € a seguinte: o Capitulo 2 apresenta a fundamentagao
fisica necessaria para a formulagao dos problemas considerados; o Capitulo 3 discute os
aspectos computacionais das Redes Neurais Informadas por Fisica e as arquiteturas
empregadas; o Capitulo 4 apresenta e analisa os resultados obtidos; e o Capitulo 5

apresenta as conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Fundamentacao metodoldgica

matematica e fisica

2.1 Equacgoes diferenciais na formulacao de problemas

Equagoes diferenciais possuem um papel importante na ciéncia, uma vez que,
por meio dessas equagoes, é possivel explicar fendmenos, analisar aspectos especificos que
podem passar despercebidos em uma oOtica global, bem como avaliar e prever eventos
futuros analisando a sua evolug¢dao. Um dos aspectos mais vantajosos, especialmente para
a Fisica e a Matematica, é a capacidade de modelar fendmenos por meio dessas equagoes.
Nesse sentido, Boyce e DiPrima destacam que “Muitos dos principios, ou leis, que regem o
comportamento do mundo fisico sao proposigoes, ou relagoes, envolvendo a taxa segundo a
qual as coisas acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relagdes sao equagoes e
as taxas sao derivadas. Equagoes contendo derivadas sao equagoes diferenciais. Portanto,
para compreender e investigar problemas envolvendo variacoes de alguma grandeza fisica

precisamos saber o basico sobre equacoes diferenciais.

Com a evolucao da ciéncia e do poder computacional, diversos métodos e aplicagoes
baseados em equagoes diferenciais foram desenvolvidos (Press, 2007). Um dos campos
em que essas equacoes obtiveram grande éxito estda associado ao avanco das técnicas
numéricas e computacionais, em especial a diferenciacdo automatica. Essa abordagem
permite o calculo eficiente e preciso de derivadas, desempenhando um papel fundamental
no treinamento de redes neurais artificiais. Como consequéncia, a diferenciagado automatica
tornou-se um dos pilares dos modelos modernos de inteligéncia artificial, sendo amplamente
utilizada em arquiteturas de aprendizado profundo e em sistemas baseados em redes neurais,

incluindo modelos de linguagem e outras aplicagoes contemporaneas de IA (Baydin et al.,
2018).

Contudo, assim como qualquer método ou formulacao descritiva da natureza,

essas abordagens apresentam limitagoes. Nesse contexto, a obtencao de solugdes analiticas
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de equacgoes diferenciais, utilizadas para descrever o comportamento do sistema, pode
se tornar uma tarefa exaustiva ou, frequentemente, inviavel. Um exemplo classico é
o problema dos trés corpos na mecanica celeste, para o qual nao existe uma solucao
analitica geral. De forma semelhante, equacoes diferenciais nao lineares e acopladas,
como as equagoes de Navier—Stokes que governam a dindmica dos fluidos, nao admitem
solucao geral conhecida. Essas limitagdes também se manifestam em aplica¢oes cotidianas,
como na previsao do tempo, cuja modelagem envolve sistemas altamente sensiveis as
condigoes iniciais, restringindo a previsibilidade e exigindo o uso de métodos numéricos e
computacionais (Anderson, 2002).

Lidar com problemas dessa natureza motivou o desenvolvimento de métodos
auxiliares capazes de fornecer solucoes aproximadas para equagoes diferenciais, conhecidos
como métodos numéricos. Entre essas abordagens, destacam-se métodos classicos, como
os esquemas de Runge-Kutta e técnicas baseadas em amostragem estocastica, como o
método de Monte Carlo, bem como abordagens mais recentes que utilizam redes neurais
artificiais, as quais atuam como aproximadores universais de fungoes (Bengio; Goodfellow;
Courville et al., 2017). Dessa forma, torna-se necessario compreender os aspectos gerais das
equagoes diferenciais, bem como suas principais classificagoes e condi¢oes associadas, a fim

de aplicé-las na modelagem e resolucao de problemas de interesse cientifico e tecnologico.

2.1.1 Equacoes diferenciais e notacao

Uma equagao diferencial ¢ uma equagao matematica que relaciona uma funcao
desconhecida com uma ou mais de suas derivadas em relacao a uma ou mais variaveis
independentes. De forma geral, uma equacao diferencial pode ser expressa como a acao de

um operador diferencial sobre uma funcao desconhecida, isto é,

D(y(&)) = F (Z,y(&), Vy(@), V?y(),..., V*y(@) (2.1)

onde ¥ = (21, %2, ...,%,) € ' C R™ representa o vetor de varidveis independentes definido
em um dominio I', y(Z) é a fungdo desconhecida, e V*y denota as derivadas de ordem k.
A ordem de uma equagao diferencial é definida pela maior ordem de derivada presente
na equagao, enquanto o numero de variaveis independentes determina se a equacao é
classificada como ordindria (EDO) ou parcial (EDP). Equagoes diferenciais ordinérias
envolvem derivadas em relacdo a uma unica variavel independente, enquanto equagoes
diferenciais parciais envolvem derivadas em relacdao a duas ou mais variaveis independentes.

Além disso, equacgoes diferenciais podem ser classificadas como homogéneas ou
nao homogéneas como vista (tabela 2.1), dependendo da auséncia ou presenca de termos
independentes, frequentemente associados a fontes, forgas ou excitagoes externas. O termo

independente ¢é aquele que nao multiplica a fungdo desconhecida nem suas derivadas.
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Tabela 2.1: Exemplos de equagoes diferenciais e identificacao do termo independente

Equacao Tipo Ordem Homogeneidade Termo independente
d
# +a(z) =0 EDO 1* Homogénea -
d
@/)%x) +a(x) = f(x) EDO 1* Nao homogénea f(x)
x
2
Oy(x,t) = oza w@;’t) EDP 22 Homogénea -
aw?ﬁ t) a%%c t)
at’ =a a$2’ +g(z,t) EDP 2° Nao homogénea g(x,t)
height

Além das classificacoes apresentadas, equagoes diferenciais também podem ser
classificadas quanto a sua linearidade. Uma equacao diferencial é dita linear quando a
funcao desconhecida e suas derivadas aparecem apenas de forma linear, nao envolvendo
produtos, poténcias ou fungoes nao lineares da solucdo. Caso contrario, a equacao é
classificada como nao linear. Essa distingdo é particularmente relevante, uma vez que
muitos sistemas fisicos de interesse sao descritos por equagoes diferenciais nao lineares,

para as quais, em geral, ndao existem solugoes analiticas fechadas, como

dg;sf) =ry(t) ( - y}(?) , (2.2)

¢ uma equacao diferencial nao linear, conhecida como equagao logistica, amplamente
empregada na modelagem de crescimento populacional com limitagdo de recursos.

Para resolver uma equagao diferencial, é necessario especificar condi¢oes adicionais
que caracterizam o estado do sistema no inicio da sua evolugao ou nas fronteiras do dominio
considerado. Isso ocorre porque equacgoes diferenciais, por si s6, admitem um conjunto
infinito de solugoes possiveis, sendo a solugao fisica ou de interesse determinada apenas
apds a imposicao de condigbes iniciais e/ou condigoes de contorno.

As condigoes iniciais especificam o valor da funcao desconhecida e, quando ne-
cessario, de suas derivadas em um ponto inicial do dominio, caracterizando os chamados
problemas de valor inicial (Boyce; DiPrima; Meade, 2017). Por outro lado, as condigoes
de contorno impoem restrigoes a solucao nas fronteiras do dominio, dando origem aos

problemas de valor de contorno. Esses conceitos serao detalhados na secao seguinte.

2.1.2 Problemas de valor inicial e problema de contorno

A solugao de uma equacao diferencial, em geral, nao é tnica, sendo caracterizada
por uma familia de solugdes parametrizada por constantes ou fungoes arbitrarias, refletindo
os graus de liberdade do sistema. Essa nao unicidade decorre da auséncia de informacoes
adicionais que especifiquem completamente o estado fisico do problema. A imposicao de
condigoes iniciais ou de contorno permite restringir essa familia, selecionando uma solucao

fisicamente admissivel. Sob hipoteses adequadas de regularidade, o Teorema de Existéncia
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e Unicidade, como o teorema de Picard—Lindel6f para equacoes diferenciais ordinarias,
garante que um problema de valor inicial admite uma tunica solucao em um intervalo
suficientemente préximo do ponto inicial (Boyce; DiPrima; Meade, 2017). Em casos
particulares, como em equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, a familia de
solugoes pode ser expressa explicitamente por meio de constantes arbitrarias, evidenciando
a necessidade de condig¢oes adicionais para garantir a unicidade. Como exemplo, considere

a equacao diferencial ordinaria

dy(t)
—_— = t 2.
1~ ay(), (23)
cuja solucao geral é
y(t) = Ce™, (2.4)

onde C' é uma constante arbitraria. A imposigao de uma condigao inicial, como y(ty) = yo,
determina unicamente o valor de C', selecionando uma tnica solucao dentro da familia
admissivel.

Entretanto, nem todos os sistemas fisicos sdo adequadamente descritos por pro-
blemas de valor inicial. Em muitos casos, o sistema nao apresenta uma evolugao temporal
privilegiada ou encontra-se em regime estacionario, sendo governado por restricoes impos-
tas nas fronteiras do dominio. Nessas situacoes, a formulacao natural do problema ocorre
por meio de problemas de valor de contorno, nos quais a solugao é determinada a partir de
condigoes prescritas nas extremidades do dominio espacial (Strauss, 2007) e que respeitem
a fisica do problema.

Problemas de valor de contorno surgem de forma recorrente em fenémenos como
a conducao de calor em regime estacionario, a determinacao de potenciais eletrostaticos e
a descricao de estados ligados em sistemas quanticos, como o poco potencial, nos quais as
condigoes fisicas impoem restrigoes espaciais a solucao. Como utilizaremos os contornos de

Neumann e Dirichlet no préximo capitulo, cabe nessa dissertagao uma breve explanagao.

2.1.3 Contornos de Dirichlet e Neumann

As condigoes de contorno especificam o comportamento da solu¢ao de uma equagao
diferencial nas fronteiras do dominio de interesse, sendo fundamentais para a determinagao
de solugoes fisicamente admissiveis em problemas de valor de contorno. Seja u(x) uma
funcao definida em um dominio 2 C R"™, com fronteira 9€2. Uma condi¢do de contorno do
tipo Dirichlet consiste na prescri¢ao direta do valor da fungao na fronteira do dominio,

sendo expressa por

u(z) = g(x), =z €09, (2.5)

onde g(r) é uma fungdo conhecida definida sobre a fronteira. Esse tipo de condigao
é comum em sistemas fisicos nos quais o estado da variavel de interesse é fixado nas

extremidades do dominio. Um exemplo classico é o problema da propagacido de ondas em
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uma corda fixa nas extremidades, como em uma corda de violdo. Nesse caso, assumindo
uma corda de comprimento L, as extremidades sdo mantidas fixas, resultando nas condigoes

de contorno
u(0,t) = u(L,t) =0, (2.6)

as quais caracterizam condigoes de Dirichlet homogéneas. Por outro lado, condigoes
de contorno do tipo Neumann especificam o valor da derivada normal da solucdo na
fronteira do dominio, sendo geralmente associadas a fluxos, gradientes ou taxas de variacao.

Matematicamente, sdo dadas por

ou

oo(2) = hiz), @€, (2.7)

onde Ju/0n denota a derivada normal & fronteira e h(z) é uma funcao prescrita. Condigoes
de Neumann surgem, por exemplo, em problemas de condugao de calor quando se impoe
um fluxo térmico conhecido através da fronteira, ou em sistemas isolados, nos quais
o fluxo normal é nulo (Strauss, 2007). Em dominios multidimensionais, como regioes
bidimensionais ou tridimensionais, as condi¢oes de contorno sao impostas ao longo de toda
a fronteira do dominio, que pode assumir diferentes geometrias, como regioes retangulares,
dominios circulares ou volumes mais gerais. A escolha adequada do tipo de condicao de

contorno depende diretamente da natureza fisica do problema modelado.

u=g em Jf)

Figura 2.1: Dominio bidimensional {2 com condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet, na qual
o valor da solugao é prescrito em toda a fronteira 0€), destacada em azul.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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— =Vu-n em 0N

Figura 2.2: Interpretacao geométrica da condi¢ao de contorno de Neumann: as linhas de
nivel de u(x) sdo ortogonais ao gradiente Vu, que por sua vez estd alinhado com o vetor
normal 7 a fronteira.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

2.2 Formulacao de Schrodinger da mecanica quantica

A mecanica quantica é uma das teorias da fisica mais divulgadas atualmente fora
da comunidade cientifica. Os principais temas abordados referem-se, em geral, a fendmenos
como a dualidade onda-particula, o tunelamento quantico e o emaranhamento quantico,
que muitas vezes sao apresentados de forma equivocada, sendo associados a interpretagoes
“misticas” ou “espirituais”. Essa visao distorcida surge, em grande parte, da tentativa de
interpretar conceitos rigorosamente matematicos e probabilisticos a luz do senso comum,

o que nao reflete a natureza formal e objetiva da teoria.

Do ponto de vista cientifico, a mecanica quéntica constitui uma estrutura teodrica
bem definida, baseada em postulados claros e verificada experimentalmente com elevado
grau de precisao. Seu desenvolvimento foi motivado pela incapacidade da fisica classica de
descrever adequadamente fenémenos microscépicos, como a radiagao do corpo negro, o
efeito fotoelétrico e os espectros atomicos. A partir dessas limitacoes, tornou-se evidente
a necessidade de uma nova formulacao tedrica capaz de descrever o comportamento da

matéria e da radiagdo em escalas atomicas e subatomicas (Eisberg; Resnick, 1986).

Atualmente, o campo de aplicacdo da mecanica quantica nao se limita apenas
a comunidade cientifica, estendendo-se a diversas areas do setor tecnologico, industrial,
financeiro e social (Nielsen; Chuang, 2010). Em comum, essas aplicagdes exploram a
capacidade da teoria em descrever sistemas cujos resultados nao sao deterministicos, mas
estatisticos por natureza. Nesse sentido, compreender como a mecanica quantica relaciona
seu formalismo matematico com quantidades fisicas observaveis torna-se fundamental, uma
vez que todas as previsoes da teoria estao associadas a probabilidades e valores médios

obtidos a partir de processos de medida.
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2.2.1 Equacao de onda, Medidas probabilisticas da mecanica

quantica e valores esperados

Na fisica classica, os sistemas fisicos sao descritos a partir de suas dimensoes
macroscopicas, e as interagoes entre os corpos sao adequadamente modeladas pelas leis da
Mecanica Newtoniana. No entanto, quando se consideram escalas microscopicas, da ordem
de atomos e particulas subatomicas, diversos efeitos observados experimentalmente nao
podem ser explicados por esse formalismo. Nessas escalas, fendmenos como a quantizagao
de energia e a interferéncia tornam-se relevantes, evidenciando as limitacoes da descrigao
classica.

Um dos fendmenos centrais que motivaram o desenvolvimento da mecanica quan-
tica é a dualidade onda-particula, segundo a qual entidades microscopicas exibem simul-
taneamente caracteristicas corpusculares e ondulatérias. Essa dualidade é formalmente
incorporada por meio da func¢ao de onda ¥(x,t), que contém toda a informagao acessivel
sobre o estado fisico do sistema. Essa funcao é a solucao da equagao de onda, que representa

como o sistema evolui no tempo

—h? 0¥ (x,t) oV (x,t)
2m 0%z ot

Uma equacgao diferencial parcial de segunda ordem e homogénea. A resolugao dessa

+ V(x)U(x,t) =ih (2.8)

equagao baseia-se na exploragao de suas propriedades matematicas e fisicas fundamentais.
Em particular, para potenciais independentes do tempo, a equagao admite solugoes
separaveis, permitindo desacoplar a dependéncia espacial e temporal da funcao de onda.
Essa abordagem conduz a uma equacao diferencial ordinaria para a parte espacial, cuja
solugao depende diretamente da forma do potencial V(x), e a uma evolu¢do temporal
harmonica associada a energia do sistema. As condigoes de contorno e os requisitos de
normalizacao impoem restrigoes adicionais as solugoes admissiveis, resultando, em muitos
casos, na quantizacao dos niveis de energia.

O aspecto importante e fisico de notarmos é que A = h/2m a constante de Planck
reduzida, que define a escala em que os efeitos quanticos aparecem, V(z) o potencial
em que a particula estd submetida. Além disso, diferentemente do que ocorre na fisica
classica, o ato de medir uma grandeza associada a um sistema quantico interfere no estado
do sistema, alterando sua evolugao subsequente, principio conhecido como Principio da
Incerteza de Heisenberg (aqui abordamos o caso unidimensional mas vale para as outras

dimensdes) que nos diz

Ap,Ax > h/2 (2.9)

em que Ap, é a incerteza do momento no eixo r, Ax é a incerteza da posi¢cdo. Essa

equacao nos diz que nao podemos determinar com precisao a posicao e o momento no
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mesmo instante da matéria ou onda e independente das melhorias dos equipamentos
esse produto deve ser maior que h/2 (Eisberg; Resnick, 1986). Como consequéncia, o0s
resultados de medidas nao podem ser previstos de forma deterministica, sendo descritos em
termos de distribuigoes de probabilidade. Dessa forma, torna-se necesséario introduzir uma
interpretacao estatistica da fungdo de onda, visto que essa equacao além de ser complexa,
diz mais a respeito da formulacao matematica de como essa equacao deve ser para que a
sua solucao descreva bem os fendmenos fisicos, do que realmente representar a evolucao de
onda fisica real no tempo. Portanto, o que conecta as propriedades da funcao de onda
U(z,t) ao comportamento da particula associada é a densidade de probabilidade P(x,t).
Essa grandeza nos diz qual é a probabilidade de encontrar uma particula no intervalo
(x,z + 0x), por unidade de comprimento ao longo desse eixo, no instante t. De acordo

com o postulado de Born, a relagao entre P(x,t) e ¥(x,t) é

P(z,t) = U(a,t) U(z,t) = [Tz, 1) (2.10)

o simbolo ¥(z,t)* representa o complexo conjugado de ¥(x,t) e pode ser interpretado

como a amplitude da funcao de onda.

A partir da interpretacao probabilistica da funcao de onda, torna-se possivel definir
quantitativamente grandezas fisicas observaveis. Em mecanica quantica, cada observavel
estd associado a um operador linear hermitiano, que atua sobre a funcao de onda do
sistema. O resultado de uma medida individual corresponde a um dos autovalores desse
operador; no entanto, devido ao carater probabilistico da teoria, o que pode ser previsto
de forma deterministica é o valor médio obtido ap6s um grande ntimero de medigoes

realizadas em sistemas preparados no mesmo estado quantico.

Esse valor médio é denominado wvalor esperado do observavel e fornece a ligacao
entre o formalismo matematico da mecénica quantica e os resultados experimentais. Para
uma grandeza fisica A, associada ao operador A, o valor esperado no estado descrito pela

fungao de onda ¥(x,t) é definido por

(A) = /°° U (2,6) AW(x, 1) da. (2.11)

— 00

No caso particular da posi¢ao, cujo operador associado é simplesmente & = x, o

valor esperado assume a forma

() = /O:Ox W (z, £)|? do, (2.12)

o que evidencia sua interpretacao como a média estatistica da posicao da particula,

ponderada pela densidade de probabilidade.
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De maneira analoga, o operador momento no eixo x é dado por

0
hy = —ih-—, 2.1
p iha (2.13)
de modo que o valor esperado do momento pode ser escrito como
(P2) = / U*(z,t) —zha— U(z,t)de. (2.14)
—00 T

Essas expressoes mostram que, embora a mecanica quantica nao permita a determi-
nagao simultanea e precisa de certas grandezas fisicas, como posicao e momento, ela fornece
previsoes estatisticas bem definidas para os valores médios dessas quantidades. Dessa
forma, os valores esperados desempenham papel central na descrigao fisica dos sistemas
quanticos, sendo diretamente comparaveis a resultados experimentais (Cohen-Tannoudji;
Diu; Laloé, 2019).

2.2.2 Equacao de Schrodinger em potenciais especificos

A natureza fundamental da equagao de Schrodinger (2.28) reside na sua capacidade
de descrever a dindmica da funcao de onda sob a influéncia de diferentes potenciais V' (z) de
sistemas de particulas ou particulas individuais que possuem uma determinada energia F.
Dessa forma, diferentes sistemas fisicos sao descritos por diferentes potenciais. As sec¢oes
seguintes apresentam um conjunto de sistemas que foram utilizados como estudos de caso
nesta pesquisa, considerando o caso unidimensional, no qual a equagao de Schrédinger

assume a forma independente do tempo

R
2m  dz?

+ V(z)p(x) = E(x) (2.15)

A partir de manipulagoes algébricas padrao, que podem ser encontradas em (Griffiths;
Schroeter, 2018), essa equagao pode ser reescrita para regioes onde o potencial é constante

sob forma

d*P(x)
dx?

+ k*)(z) = 0. (2.16)

Nessa expressao, k representa o nimero de onda associado a particula estando diretamente
relacionado a energia total E e ao potencial V(x) do sistema. Para cada perfil de potencial
considerado neste trabalho, define-se um valor especifico de k, o que resulta em solugoes

distintas para a funcao de onda, as quais serdo apresentadas no préximo topico.

23



Capitulo 2. Fundamentacao metodolégica matematica e fisica

2.2.3 Sistemas quanticos utilizados

Em todos os sistemas quanticos analisados nessa pesquisa consideramos as solugoes
e casos em que a energia da particula é menor que potencial da barreira, isto é V(z) > E.
Para casos em que segue o comportamento oposto nao foram analisados porém, suas
solugoes e efeitos quando mudamos de perspectiva podem ser encontrados em (Eisberg;
Resnick, 1986).

Degrau de potencial

O potencial degrau independente do tempo, considerado um sistema quantico

simples, é definido por

Vo, sex >0
V(z) = (2.17)

0, caso contrario.

Esse sistema pode ser idealizado como o potencial existente entre dois eletrodos submetidos
a tensoes ligeiramente diferentes. A equagao de Schrodinger para o potencial degrau é

dada por 2.15 cuja solugao analitica para a fungdo de onda ¥ (z) é

Aetf1r 4 Be~thiz g < (),
o) = (2.18)

Ce ke, x> 0.

onde A,B e C sao constantes que representam as amplitudes das ondas. As constantes
k1 e ko representam os numeros de ondas associados a particula-onda fora e dentro do

potencial,e sao respectivamente

2mkE 2m(E —
m ky = v2mE = Vo), (2.19)

f ho h
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V=0 0

Figura 2.3: Funcao de onda no potencial degrau com E < V. O potencial degrau encontra-
se em x > 0.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Poco Potencial

O problema do poco de potencial com barreiras infinitas consiste em uma particula
de massa m e energia F confinada por um potencial. Esse potencial apresenta barreiras

infinitas em suas extremidades e valor nulo em sua regiao central Fig.(2.4)

0, O<z<lL,
V(z) = (2.20)
00, r<0oux>L.

Sendo L a largura do pogo. A solugao analitica da Eq.2.16 é dada por

nmx

Un(x) = Asin (L> : (2.21)

onde n é o nimero quantico principal, responsavel por determinar os niveis de energia
nos quais a particula pode podem ocupar. Esse sistema pode ser interpretado, de forma
idealizada, como um modelo unidimensional anélogo ao &tomo de hidrogénio, considerando
um comprimento caracteristico L = 0,53 . A constante de normalizacao A é obtida
impondo a condigao de normalizacdo da funcao de onda, resultando em A = \/2/7L (Cohen-
Tannoudji; Diu; Laloé, 2019). Embora a solucao geral da equacao diferencial envolva uma
combinacgao linear de fungoes seno e cosseno, as condi¢oes de contorno impostas pelo poco
de potencial infinito selecionam apenas a solucao senoidal fisicamente admissivel, levando

a expressao

() = \/zsin <WL9”> . (2.22)

Esse modelo constitui um exemplo fundamental de quantizagdo de energia, ilustrando como

a energia de uma particula pode assumir apenas valores discretos em sistemas confinados.
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Além disso, ele é amplamente utilizado no estudo de estados estaciondrios em sistemas
quénticos. De acordo com o principio da correspondéncia (Eisberg; Resnick, 1986), para
valores elevados do ntimero quantico n, o comportamento quantico tende a se aproximar

do comportamento classico, sendo descrito por valores médios das grandezas fisicas.

Figura 2.4: Primeiros modos oscilantes (fungoes de onda) no pogo de potencial infinito em
funcao do nimero quantico n.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Barreira de Potencial

A barreira de potencial é caracterizada por um potencial eletronico constante,

V(x), definido em um intervalo especifico,

Vo, sel<x <a,
Vig)={ " (2.23)

0, sex<Oouz>a.

Sendo a o comprimento da barreira, como mostrado na Fig.(2.5). Se a energia da barreira
nao for muito maior do que a energia da particula, existe uma probabilidade de que a
particula seja transmitida para a regiao x > a, fendomeno conhecido como tunelamento
quantico expressa novamente o comportamento ondulatério da matéria e é responsavel

por diversos fendmenos observados experimentalmente (Fisberg; Resnick, 1986).

A solucao da equagao de Schrodinger dependem de constantes multiplicativas, que

descrevem ondas incidentes, refletidas e transmitidas quando interagem com a barreira.
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V(z)
Vo
——————————————————————————————————————————— E <V
A\ A\ a ~— 7
Incidente + refletida| Decaimento Transmitida

Figura 2.5: Efeito de tunelamento quantico em uma regiao nao permitida classicamente
(E < V(x)).
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Barreira dupla de potencial

O problema da barreira dupla de potencial é mais complexo do que o da barreira
simples, uma vez que envolve ndo apenas o fendmeno de transmissao (tunelamento
quéntico), mas também a reflexdo de particulas, tanto no interior quanto no exterior da
regiao delimitada pelas barreiras. De forma andloga a interacao entre dois atomos ou
duas cavidades, o sistema apresenta interferéncia construtiva e destrutiva das ondas que
se propagam entre as barreiras. Essas interferéncias sao fundamentais para o fendémeno
conhecido como efeito de tunelamento ressonante, no qual, sob condicoes especificas,
a probabilidade de transmissao da particula é aumentada devido a formacado de ondas
coerentes no interior da cavidade formada entre as barreiras. Esse efeito é analogo ao
comportamento observado em cavidades ressonantes, nas quais a presenca de multiplas
barreiras permite que as ondas incidentes se alinhem em fases especificas, aumentando a

transmissao através do potencial.

A regiao compreendida entre as barreiras pode ser modelada como uma cavidade
quantica, na qual ocorre a interferéncia das ondas (regides coloridas na Fig. 2.6). As
caracteristicas da funcao de onda, incluindo picos de transmissao e nés de reflexao, refletem
as condigoes especificas do sistema, tais como as energias das particulas e as distancias
relativas entre as barreiras. Esse comportamento é mais complexo devido a natureza
nao trivial das equagoes que governam o sistema. As fungoes de onda devem ser obtidas
levando em consideragao as condigoes de contorno impostas pela geometria do potencial.

A solucao geral para a funcdo de onda pode ser escrita como

Aethe  Be~thir g0 g < (),
o) = (221

Ce*2®  Dem#2®  se 0 <z < aq,
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Eeti® 4 e~z go g < 1 < b,
Y(x) = { Ge*s* 4 He *s* seb< x <, (2.25)
Iethe se x> c.
onde A e B representam as amplitudes das ondas incidente e refletida na primeira barreira
(lado esquerdo); C' e D correspondem as amplitudes das ondas transmitida e refletida
no interior da regiao da primeira barreira; £ e I’ descrevem as ondas incidentes sobre a
segunda barreira. Obviamente, os intervalos [0, a] refere-se a primeira barreia, (a,b) ao

espaco entre as barreiras e [b, ] a segunda barreira. Uma representagao desse sistema pode

ser vista a seguir
Vi(x)

Vi Vs

Cavidade

E <Vy

Onda transmitida

Onda incidente

a b c

Barreiral Barreira 2

Figura 2.6: Sistema de barreira dupla de potencial para valores de Vi, Vo, E,m, h,a,b,c e
suas respectivas constantes multiplicativas vistas na Equacao (2.25) . A funcdo de onda
apresenta decaimento nas barreiras e um comportamento oscilatério na cavidade central
(a <x<D).

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Potencial do Oscilador Harmoénico Quéantico

Nos sistemas discutidos anteriormente, todos os potenciais eram fungoes continuas
da posicao. O oscilador harmonico quantico, entretanto, representa um sistema fisico
fundamental, com ampla aplicagdo tanto em teoria quanto em experimentos, cujo potencial
varia espacialmente. Esse sistema descreve qualquer particula que apresente oscilacoes em
torno de um ponto de equilibrio estavel, como atomos vibrando em moléculas ou modos
vibracionais em sélidos.

Na mecanica classica, a energia associada a uma particula sujeita ao potencial do
oscilador harmoénico pode assumir qualquer valor, uma vez que a particula pode possuir
energias arbitrariamente pequenas ou extremas. Contudo, a mecanica quantica impoe
restricoes importantes; a energia total do sistema - particula nao pode assumir valores

continuos (Fig. 2.7, apenas valores quantizados quantizada. Isso ocorre devido a natureza
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discreta dos estados de energia permitidos pelo sistema, os quais sao determinados pela
solucao da equacao de Schrodinger para o potencial harmoénico. O potencial do oscilador

harmonico é dado por

Viz) = . (2.26)

Figura 2.7: Potencial e primeiras fungoes de onda do oscilador harmonico quéntico.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

onde m é a massa da particula e w é a frequéncia angular de oscilacao. A solucao da
equagao de Schrodinger para esse sistema resulta em func¢oes de onda quantizadas e niveis

de energia discretos,

1
En:(n+2>hw, n=0,1,2,3,... (2.27)

em que w é a frequéncia angular do movimento no potencial. O menor valor de energia

permitido é conhecido como energia do ponto zero,

a qual é exigida pelo principio da incerteza. Os niveis de energia subsequentes sao
igualmente espacados por multiplos de Aiw. A equacao de Schrodinger para esse sistema é
mais complexa do que aquelas discutidas anteriormente, assim como suas solugoes, obtidas
substituindo o potencial V(z) na Eq. (2.15) por Cz%. Ela descreve a evolugio do sistema

fisico no espago sob o potencial quadratico.

R
2m  dz?

+ ;Ca:%(x) = Ey(x), (2.28)

cuja solugao envolve métodos algébricos mais elaborados, resultando em um produto de
duas partes: uma parte Gaussiana, exp(—u?) e uma parte polinomial, conhecida como os

polinémios de Hermite H(u). As primeiras func¢oes de onda normalizadas sao dadas por
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Yo(u) = Age /2, (2.29)
i(u) = Ayue ™/, (2.30)
Po(u) = Ay (2u® — 1) e™/2, (2.31)
Ys(u) = Az (2u® — 3u) e /2. (2.32)

Esses sistemas vistos nesse capitulo sao os benchmarks para aplicarmos nossa
proposta de solucao da equacao diferencial por meio de um aproximador universal, isto
é, a Rede Neural Informada por Fisica, uma vez que sao equagoes de um sistema fisico

complexo e que possuem solugoes analiticas conhecidas.
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Fundamentacao metodologica

computacional

3.1 Redes Neurais Informadas por Fisica

Conforme mencionamos na introducao dessa dissertacao, redes neurais possuem
uma gama de aplicagoes em diversos campos do conhecimento. Devido aos esforgos de
diversos pesquisadores, as Redes Neurais Informadas por Fisica (PINNs) fundamentam-se
com o proposito em fornecer a rede neural aspectos fisicos do sistema que estamos focados
em descrevé-lo e que ela aprenda tais comportamentos que descrevem o sistema. Esse foco
cientifico teve inicio com Lagaris et al. descrevendo um método para resolver equagoes
diferenciais. Segundo os autores 'Diferente de métodos numéricos classicos, o emprego
de uma arquitetura neural permite que a solucao seja obtida em uma ’forma analitica
fechada e diferenciavel, facilmente usada em qualquer calculo subsequente (Lagaris; Likas;

Fotiadis, 1998)

Mais recentemente, essa técnica foi popularizada e expandida por Raissi, Perdikaris
e Karniadakis, que consolidaram o uso da diferenciacdo automatica para minimizar os
residuos das equagoes diferenciais diretamente na funcao de perda (Raissi; Perdikaris;
Karniadakis, 2017). Além disso, trabalhos contemporidneos como os de Baty e Baty
(Bat-Erdene et al., 2022) e Navarro, Moreno e Rodrigo (Navarro; Martin-Moreno; Rodrigo,
2024) reforcam que a grande vantagem das PINNs reside na capacidade de prever solugoes
com uma quantidade minima de dados, utilizando o conhecimento prévio da fisica para

guiar a otimizagao em problemas complexos.

Diante desse contexto, torna-se natural investigar de forma mais detalhada a
formulagao matematica das PINNs e o modo como o conhecimento fisico é incorporado ao
treinamento da rede neural, para que as solugoes satisfacam a equacao diferencial e as

condigoes de contorno simultaneamente. Assim, na préxima se¢ao, apresenta-se a estrutura
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geral dessas redes, destacando a construcao da funcao de perda e o papel da diferenciacao

automatica na imposicao das equacgoes diferenciais e das condi¢oes do problema .

3.1.1 Formulagao Geral das PINNs

O Objetivo de uma PINN é encontrar uma solu¢do aproximada da equacgao
diferencial (2.1), isto é, J,(7) ~ y(z), assim como suas respectivas derivadas (¢ (z) ~
y'(x),9)(x) = y'(v), ...). Para isso, o método é composto por uma sucessao de passos
como representado na Fig. (3.1) em sua forma mais simplificada. Inicia-se com a rede
neural aceitando um vetor de pontos & = (z1, xa, ..., ), com x; € £, o dominio no qual foi
discretizado seguindo o método de colocacao (Lagaris; Likas; Fotiadis, 1998). Geralmente,
esse vetor de pontos também engloba a condigao de contorno (CC) 02, que podem ser

definidos por via Neumann ou Dirchlet (Boyce; DiPrima; Meade, 2017)

m ‘ Funcao de perda
Japrox
U ‘ L= ﬁdiferencial + Econtomo

Parte Fisica (PINN)

min{L(0)}

amada de entrada
camada de saida

camada intermedidria

Rede Neural

Figura 3.1: Esquema geral de uma Rede Neural Informada por Fisica (simplificada), indi-
cando as camadas de entrada, ocultas e de saida, as ativagoes internas (zl(-l)
da solugao ¥ (x) e a construgao da fungao de perda fisica.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

, & aproximacao

A rede neural realiza operagoes internas nas camadas intermediarias por meio de combina-
¢oOes lineares entre as ativagoes da camada anterior e os parametros treinaveis, seguidas da
aplicacao de func¢oes nao lineares. Em particular, a saida linear do i-ésimo neurénio da

[-ésima camada é dada por

N1
A = 3 Wida ™ v, (3.1)
k=1

p A s . l ~
onde N;_; representa o nimero de neurdnios da camada anterior, Wi(k) Sa0 0S pesos

sindpticos associados as conexodes entre o k-ésimo neurdnio da camada (I — 1) e o i-ésimo
@

i

¢ o termo de polarizagao (bias). A quantidade zz-(l) corresponde
@

7

neurénio da camada [, e b
a saida linear do neuronio, a partir da qual se obtém a ativagao nao linear a;’ por meio

da aplicacao de uma funcao de ativagao apropriada.
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No contexto das Redes Neurais Informadas por Fisica, o processo de aprendizado
é formulado como um problema de otimizacao. Definindo a equagao geral da seguinte

forma

D(y)—F =0 (3.2)

onde D(-) é o operador diferencial e F o termo de forga. Seja ¢, a saida da rede neural
como uma solu¢do proposta a D(-). Logo, o residuo ao tentar aproximar §, com sua

solucao verdadeira y é

E(Qe) = D(ge) - F (33>

A ideia é usar o £%(j,) como a fungao de custo a ser minimizada durante o processo de
treinamento. Para isso, busca-se determinar o conjunto de parametros 6 = {W,b} que
minimiza uma funcao de custo, ou seja, £(0) ~ 0. Essa funcdo é construida de modo a
penalizar simultaneamente o descumprimento da equacao diferencial governante e das

condic¢oes de contorno do problema, sendo definida como

£<9) = £diferencial<9) + ‘Ccontorno(9>- (34)

O termo associado a equacao diferencial é dado por

1 XNa

= 3, 2 [P (80000, V(). P (@), V()] (35)

‘Cdiferencial (9)

enquanto o termo correspondente as condigoes de contorno é expresso por

Loomomno®) = 3 3109 (7 Go(E)]*, (36)

¢ =1

A minimizagao da fungdo de custo é realizada por meio de algoritmos de otimizagao
baseados em gradiente, utilizando a diferenciagao automatica para o calculo exato das
derivadas necessarias. De forma genérica, a atualizagdo dos parametros da rede ao longo

das iteracoes do treinamento pode ser escrita como

aL(0)

oL(0
umﬂ>:bww_néé>, (3.8)

onde 7 é a taxa de aprendizado e m denota o indice da iteragdo do processo de otimizacgao.
Um aspecto fundamental das PINNs é que as derivadas da saida da rede em relacao as

variaveis independentes sao computadas automaticamente, permitindo a avaliacao direta
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dos operadores diferenciais presentes na funcdo de custo. Em particular, derivadas de

p-ordem arbitraria da aproximacao neural podem ser obtidas na forma

. 00y 0% ory
F<I>y€):f<xay€7;;a 8:3207"'7 ag)

garantindo que a imposicao das leis fisicas seja realizada de maneira continua e diferenciavel

(3.9)

ao longo de todo o dominio do problema. Portanto, o aprendizado via pinn diferencia do
aprendizado convencional por nao depender de dados rotulados, mas sim das condigoes
impostas pelo contorno que respeitem as leis fisicas e da minimizagdo da fungao de custo,
definida pela prépria equacao diferencial que descreve o sistema fisico. Essa caracteristica
torna o método particularmente poderoso para sistemas quanticos, onde a solugao deve

satisfazer a continuidade e a normalizagdo de forma global.

3.1.2 Redes Neurais de Schrodinger

Redes neurais de Schrodinger é um modo simplério de dizer que a PINN é definida
pela propria equacao de onda da mecanica quantica e pelos contornos impostos do sistema,
uma vez que a mecanica quantica é definida em sistemas fechados. Dessa forma, define-se

a funcao de custo (loss) que a rede deve minimizar

0T (z, 1)
ot

Para o caso utilizado na nossa pesquisa, o Schrodinger independente do tempo, temos

AN

2m  O0x2

L(x,t;0) = + V(x)U(x,t) —ih (3.10)

12 d*(x)

o2m da?

L(x;0) = +V(2)(x) — B (x) (3.11)

onde 1&() ¢ a possivel solugao da rede neural que depende pardmetros 0(W,b) e dos
aspectos fisicos; o potencial que estamos considerando e sua energia. Esse método de
solucoes de equagoes diferenciais da mecanica quantica foram aplicados em duas propostas
de redes neurais; via codigo utilizando Framework Pytorch e abordagem via Framework
Neurodiffeq:

3.2 Arquitetura das redes neurais via Frameworks

A contribui¢do deste trabalho consiste na aplicacdo sistemdatica e na analise
computacional de Redes Neurais Informadas por Fisica (PINNs) para a resolucao de
sistemas quanticos unidimensionais descritos pela equacao de Schrodinger independente
do tempo. O foco nao reside no desenvolvimento de um novo método de aprendizado

de maquina, mas na avaliacao critica do desempenho, da estabilidade numérica e da
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reprodutibilidade das PINNs sob diferentes escolhas arquiteturais, estratégias de imposicao

de condig¢oes de contorno e formas de implementacao computacional.

Com esse objetivo, foram consideradas duas abordagens complementares: uma
implementagao manual baseada em PyTorch e uma implementagao orientada a framework
por meio da biblioteca Neurodiffeq. Essa escolha permite comparar explicitamente o nivel
de controle computacional, a flexibilidade e o grau de generalizacao de cada estratégia no
contexto de problemas quanticos espectrais. Tais arquiteturas foram definidas seguindo os

seguintes itens:

1. Discretizagdo do dominio (Dataset): O dominio espacial unidimensional foi
discretizado por meio de pontos de colocacao uniformemente distribuidos no intervalo
(x;, zy). Em todas as simulagoes foram utilizados N = 100 pontos internos no dominio,
além de pontos adicionais associados as fronteiras. As condicoes de contorno do tipo
Dirichlet foram impostas por meio de termos de penalizacao quadratica adicionados

a funcao de perda, caracterizando uma imposicao fraca das condi¢oes de contorno.

2. Arquitetura da rede: As PINNs empregadas possuem arquitetura do tipo total-
mente conectada (feedforward), composta por uma camada de entrada, trés camadas
ocultas com 32 neurdnios cada e uma camada de saida. Essa configuracao foi esco-
lhida apés testes exploratérios, apresentando bom compromisso entre capacidade de

aproximacao funcional e estabilidade numérica durante o treinamento.

3. Estratégia de treinamento e otimizagao: O treinamento foi realizado em duas
fases distintas. Inicialmente, utilizou-se o otimizador Adam, visando uma exploracao
eficiente do espaco de parametros e uma reduc¢ao rapida da funcdo de perda. Em
seguida, o método quasi-Newtoniano LBFGS foi empregado para o refinamento
da solucao, favorecendo a convergéncia do residuo da equacao diferencial. A taxa
de aprendizagem foi ajustada empiricamente, assumindo valores da ordem de 1073
e 107, conforme a estabilidade do treinamento observada em cada sistema fisico.
O ntimero de épocas variou entre 10® e 10%, sendo o critério de parada associado
a estabilizacao da funcao de perda e a saturacdo das métricas de erro. Foram
utilizadas duas fungdes de ativagao distintas ao longo dos experimentos: tanh(z),
tanh(z) + sin(z) . A fungao tanh(x) foi empregada como ativacao padrao devido a
sua suavidade e as propriedades favoraveis de estabilidade numérica na avaliacao de
derivadas de ordem superior, caracteristicas essenciais em PINNs. A combinacao
tanh(z) + sin(x) foi adotada com o objetivo de enriquecer a capacidade da rede
em representar comportamentos oscilatorios, tipicos de solugoes da equacao de
Schrodinger, mitigando o viés espectral associado a fungbes de ativagdo puramente

suaves. .
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4. Fungao de custo e formulagao fisica: A funcao de custo foi definida conforme
a Eq. 3.11, sendo composta pelo residuo da equagao de Schrodinger independente
do tempo e pelos termos associados as condigoes de contorno. Nas simulagoes
apresentadas, a energia da particula F foi considerada fixa assim como o potencial
V(z) (com exce¢ao do oscilador harménico quintico) e em todos os casos V(x) >
E | permitindo a andlise direta da capacidade da PINN em reproduzir estados
estacionarios para diferentes perfis de potencial, incluindo potencial degrau, barreira

simples, barreira dupla, pogo infinito e o oscilador harmonico quantico, com V' (z) =
Cz?.

5. Métricas de desempenho: O desempenho computacional das PINNs foi avaliado
a partir de métricas complementares. Quando a solucao analitica estava disponivel,
utilizou-se o erro quadratico médio (MSE) para quantificar a precisdo da aproximagao
funcional. Como complementagdo, usamos o erro relativo L2 para avaliar a eficiéncia
global da pinn comparada a funcao analitica. Adicionalmente, a convergéncia da
funcao de perda total foi monitorada ao longo do treinamento, fornecendo uma
medida direta do grau de satisfacao da equagao diferencial e das condig¢oes de
contorno. Utilizamos o loss (Eq. 3.3), baseada no residuo fisico constitui o principal

critério de validagao nos casos em que a soluc¢ao analitica nao é conhecida.

Implementacao via Pytorch

Na implementacao baseada em PyTorch, a formulagao da PINN ¢ realizada de
maneira explicita, permitindo a insercao manual nao apenas das condi¢oes de contorno, mas
também das derivadas obtidas a partir da solucao analitica conhecida do problema, assim
como os contornos . Essa estratégia possibilita que a rede neural realize comparacoes diretas
entre a solucao aproximada e quantidades fisicas previamente calculadas, como derivadas
de primeira e segunda ordem, conduzindo a ajustes a priori mais refinados durante o
treinamento. Como consequéncia, o processo de otimizacao torna-se mais controlado e
dirigido, sendo particularmente adequado para problemas nos quais a solugao exata ¢
conhecida ou pode ser parcialmente utilizada como referéncia. Além disso, adotamos uma
estratégia de particao do dominio espacial em subdominios, associando-se uma rede neural
a cada particdo. Essa abordagem permite investigar os efeitos da decomposicao do dominio
na estabilidade do treinamento, na propagacao de erros e na qualidade da aproximacao

global da solucao.

Implementacao via Neurodiffeq

Por outro lado, na implementacao utilizando o framework Neurodiffeq, a rede
neural é treinada a partir da especificacao direta da equacao diferencial e das condi¢oes de

contorno, sem a necessidade de fornecer explicitamente derivadas analiticas da solucao.
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Nesse caso, a PINN busca generalizar a solu¢ao do problema exclusivamente a partir das
leis fisicas impostas na funcao de perda e das informacoes disponiveis nos contornos do
dominio e com apenas uma rede neural. Embora essa abordagem seja menos detalhada
do que a implementacao manual em PyTorch, ela apresenta um carater mais geral, sendo
particularmente relevante em situacoes nas quais a solugao analitica é desconhecida ou
quando nao é possivel impor derivadas exatas como restri¢oes adicionais. Dessa forma, o
Neurodiffeq oferece uma estrutura mais flexivel e amplamente aplicavel para problemas
fisicos complexos.

Na proxima secao, iremos analisar a robustez de ambos os métodos, compara-
los sobre sistemas fisicos e além disso, propomos melhoras significativas para solucionar

sistemas fisicos complexos utilizando a implementacao via Neurodiffeq.
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Resultados e Discussoes

4.1 Sistemas Independentes do Tempo

Como discutimos no Capitulo 3, propomos obter as solugoes da equacao de onda
de Schrodinger para a mecanica quéantica sobre diferentes tipos de potenciais, utilizando
arquiteturas de redes neurais via NeuroDiffEq(Chen et al., 2020) e PyTorch (Imambi;
Prakash; Kanagachidambaresan, 2021) (Paszke et al., 2017) . O foco desta anédlise é

comparar a capacidade de convergéncia e a estabilidade de ambas as abordagens.

4.1.1 Potencial Degrau (V > F)

Sendo o potencial mais simples, realizamos as simulacoes considerando um poten-
cial constante com valor numérico superior a energia da particula. Para as simulagoes,
definimos V =4 e E = 3. O objetivo é observar como as redes lidam com a transicao

entre a regiao oscilatoria e a regiao de decaimento.

Especificagoes das Arquiteturas e Hiperparametros

Ambas as redes foram estruturadas como Redes Neurais Totalmente Conectadas
(Fully Connected Neural Networks - FCNN), porém com estratégias de otimizagao e

ativacao distintas, conforme resumido na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparativo de hiperparametros das redes PyTorch e NeuroDiffEq.

Parametro Implementacao PyTorch Implementacao NeuroDiffEq
Arquitetura 3 camadas (32 neur6nios) 3 camadas (32 neur6nios)
Func¢ao de Ativagao tanh(z) sin(z) + tanh(x)
Otimizador Adam LBFGS

Taxa de Aprendizado (Ir) 0,0001 0,0001

Critério de Erro MSE MSE

Epocas de Treino 10.000 1.000
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Figura 4.1: Simulacao utilizando a arquitetura em PyTorch.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Anailise Computacional

« Convergéncia, erro e generalizacdo (PyTorch): A implementagao em PyTorch
(Figura 4.1) demonstrou uma convergéncia estével durante o processo de treinamento
ao longo das 10% épocas e esse reflexo é observado através do MSE que cai suavimente
(erro minimo de 1073) e o erro fisico por volta de 1072. Por ndo demonstrar plateau
ao fim do treinamento conseguimos ainda mais melhorar esses resultados com mais
épocas. Ao longo do gréfico 4.1(c), demonstramos a capacidade da PINN generalizar
fora do dominio de treinamento; a PINN por ser definida em intervalos fechados nao
sabe o que tem além desses pontos extremos e geralmente ha erros expressivos de
extrapolagao (Navarro; Martin-Moreno; Rodrigo, 2024). O erro L2 relativo global de
1.18 x 1072 (Figura 4.1 d) reflete uma excelente aderéncia aos dados originais, com

um decaimento significativo quando aproxima-se da borda esquerda do intervalo.)

» Convergéncia, erro e generalizagao (NeuroDiffEq): a implementagao pela
neurodiffeq (Figura 4.2) apresentou dificuldades razoaveis de estabilizagao. Embora a
funcao de perda apresente uma queda acentuada nas primeiras 200 épocas, marcado
pela declive do gréfico da (Figura 4.2 b), o algoritmo ficou preso nos estégios finais do

treinamento (acima de 200 épocas) formando um plateau. Uma explicagdo plausivel
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Figura 4.2: Simulacao utilizando a biblioteca NeuroDiffEq.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

para esse comportamento é que o processo de otimizagao tenha convergido para
um minimo local da superficie de perda, sem atingir o minimo global associado ao
conjunto de parametros considerado. Embora a rede neural tenha ficado presa em
um minimo local, isso nao foi o suficiente para produzir uma solucao aproximada
inadequada para o sistema considerado, captando seu comportamento geral. E
importante destacar que as solugoes da equagao de Schrodinger independente do
tempo pertencem a um espagco vetorial, sendo combinagoes lineares de autofuncgoes
do operador Hamiltoniano. Dessa forma, pequenas variagoes nos parametros da rede
podem ainda produzir aproximacgoes fisicamente consistentes, mesmo que o minimo
global da funcao de perda nao seja estritamente alcancado, significando que a rede
acerta em atender a parte fisica de aproximar a equacao diferencial mais fortemente
do que atender as condicoes de contorno. O erro relativo global de 4.98 x 107};
como visto na Figura 4.2d. Em comparagao com a Figura 4.1d demonstrou uma
aproximacao satisfatoria, sendo que o nimero de épocas foi 10 vezes menor em
comparacao pela , embora tenha tido mais problemas nas bordas do dominio do que
via Pytorch. Assim como (Fig. 4.1 d) a rede ajusta bem dentro do dominio e erra
fora desse, aqui observamos uma inversao de fase na funcao de onda do lado direito

e uma erro crescente exponencial do lado esquerdo.
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Analise Fisica

Do ponto de vista da mecéanica quantica, o sistema representa uma particula
incidindo em uma barreira de potencial onde nao possui energia classica suficiente para
ultrapassé-la. Na regido classicamente permitida (z < 0), a solu¢do esperada é uma
combinacao de ondas incidentes e refletidas, resultando em um comportamento oscilatorio.
A rede implementada em /Neurodiffeq capturaram perfeitamente essa periodicidade. Na
regido classicamente proibida (x > 0), a teoria prevé o tunelamento com decaimento
exponencial (a fun¢do de onda penetra na barreira mas tende a zero). Novamente, ambas
as redes replicaram fielmente este comportamento; uma onda senoidal e um decaimento

exponencial.

4.1.2 Potencial Barreira (V' > F)

Nesta configuracao, a particula enfrenta uma barreira de potencial de largura
finita a = 3, com altura V' = 4 superior a sua energia F/ = 3. Este cenario introduz maior
complexidade computacional, exigindo que a rede neural aprenda a continuidade da fun¢ao

de onda e de sua primeira derivada em dois pontos distintos de interface (z =0 e z = 3).

Especificagoes das Arquiteturas e Hiperparametros

Para este sistema, as especifica¢oes técnicas foram ajustadas visando a convergéncia

em multiplas regides. O comparativo detalhado encontra-se na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Comparativo de hiperparametros das redes PyTorch e NeuroDiffEq para o
Potencial de Barreira.

Parametro Implementacao PyTorch Implementacao NeuroDiffEq
Arquitetura 3 camadas (32 neur6onios) 3 camadas (32 neur6nios)
Fungao de Ativagao tanh(x) sin(z) + tanh(z)
Otimizador Adam LBFGS

Taxa de Aprendizado (Ir) 0,0001 0,001

Critério de Erro MSE MSE

Epocas de Treino 10.000 5000
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Figura 4.3: Resultados da simulagao via PyTorch utilizando decomposi¢ao de dominio
(trés redes).
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Figura 4.4: Resultados da simulacao via NeuroDiffEq utilizando rede tnica.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Analise Computacional

A andlise dos resultados demonstra que a estratégia de “dividir para conquistar”

aplicada no PyTorch foi significativamente mais eficaz para este potencial:

o Decomposi¢ao de dominio (PyTorch): A estratégia de particionamento do
dominio, com o treinamento de trés redes independentes associadas a subregioes do
espaco, resultou em um erro relativo global em norma L? de 3,44 x 10~*. A funcdo de
ativagao tanh(x) mostrou-se particularmente adequada para capturar as oscilagoes da
funcao de onda, preservando sua regularidade e comportamento assintético. Observa-
se, ainda, um decaimento progressivo e estavel tanto da funcao de perda quanto do
MSE (Figura 4.3b), indicando boa estabilidade numérica e convergéncia consistente
ao longo do treinamento. A decomposicao de dominio contribuiu para reduzir a

complexidade local do problema, favorecendo a aproximacgao em cada subregiao.

o Otimizacao via LBFGS e formulagao como IVP (NeuroDiffEq): Na im-
plementacao com NeuroDiffEq, utilizando o otimizador LBFGS, verificou-se rapida
reducdo inicial da funcao de perda, seguida por estabilizacdo apds aproximadamente
103 épocas. Esse comportamento sugere convergéncia para uma regiao de minimo
local da superficie de perda, possivelmente associada a bacia de atragdo determinada

pela inicializagdo dos pardametros. Diferentemente de métodos estocésticos, o LBFGS
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apresenta menor capacidade de escapar de tais regidoes em paisagens altamente nao
convexas, como ocorre em PINNs. O erro relativo em norma L? permaneceu da
ordem de 1072, indicando que, embora a convergéncia tenha sido rapida, a qualidade

global da aproximacao foi inferior a obtida na abordagem particionada.

Analise Fisica

O comportamento simulado descreve o fendmeno de tunelamento quéantico através
de uma barreira finita. Nas Regides (z < 0) e (z > 3), o potencial é nulo, resultando
em solugoes oscilatéorias representadas pelas fungoes de onda incidentes, refletidas e
transmitidas. A rede PyTorch/Neurodiffeq capturou a reducao da amplitude na transmitida
(ap0s a barreira), o que é consistente com a probabilidade de transmissao 7' < 1. Dentro
da barreira (0 < z < 3), observa-se o decaimento exponencial caracteristico da penetragao

da particula em uma regido classicamente proibida (V' > E).

4.1.3 Poco de Potencial Infinito

O modelo do pogo de potencial infinito é um sistema fundamental da mecanica
quantica onde a particula estda confinada em uma regiao 0 < x < L por barreiras de
potencial infinitas. Este cendrio exige que a fungao de onda ¢ (x) se anule exatamente
nos contornos, testando a precisao das redes neurais em satisfazer condi¢des de contorno

rigidas (Dirichlet) para diferentes niimeros quanticos n.

Especificagoes das Arquiteturas e Hiperparametros

Para este sistema, comparamos o estado fundamental (n = 1) com um estado
altamente excitado (n = 6), o que exige maior capacidade de generalizacao da rede devido

ao aumento da frequéncia espacial. Os parametros estao detalhados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Comparativo de hiperparametros das redes PyTorch e NeuroDiffEq para o
Pocgo Potencial.

Parametro Implementacao PyTorch Implementacao NeuroDiffEq
Arquitetura 3 camadas (32 neur6onios) 3 camadas (32 neur6nios)
Fungao de Ativagao tanh(x) tanh(x) + sin(z)
Otimizador Adam Adam

Taxa de Aprendizado (Ir) 0,0001 0,001

Critério de Erro MSE MSE

Epocas de Treino 15.000 15.000
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Figura 4.5: Densidade de probabilidade 1)%(x) e curvas de perda para o Pogo Potencial
via PyTorch (n =1en =6).
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Anailise Computacional

o Desempenho no Estado Fundamental (n = 1): Ambas as implementagoes
apresentaram excelente concordancia com a solugao analitica. No PyTorch, a perda
estabilizou em torno de 1075 apds 4.000 épocas (Figura 4.5b), enquanto o NeuroDiffEq
apresentou oscilagoes mais acentuadas na curva de perda (Figura 4.6b), embora

tenha atingido valores menores momentaneamente.

« Complexidade do Estado Excitado (n = 6): O aumento da frequéncia da
funcao de onda impo6s um desafio severo. A implementagao PyTorch, utilizando
pesos diferenciados na perda e ativagao senoidal, conseguiu mapear os seis ventres

da densidade de probabilidade com precisao (Figura 4.5¢).

o Instabilidade no NeuroDiffEq: A Figura 4.6¢c mostra uma falha de convergéncia
significativa para n = 6. A rede ndo conseguiu capturar a simetria e a periodicidade
da solucao, resultando em uma densidade de probabilidade irregular. Isso se reflete

na Figura 4.6d, onde a perda (Loss) permanece em patamares elevados (10%) na
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Figura 4.6: Resultados obtidos via NeuroDiffEq evidenciando a instabilidade em estados
excitados (n = 6).
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

escala logaritmica , indicando que o otimizador ficou preso em um minimo local

devido & alta nao-linearidade do termo k2.

Analise Fisica

« Densidade de Probabilidade: As Figuras 4.5a e 4.5¢ mostram a correta localizagao
da particula, onde a probabilidade de encontra-la é nula nas paredes (r =0 e x = L).
No estado n = 6, a rede PyTorch reproduz fielmente os nds e ventres, respeitando o
principio de que a energia do sistema é proporcional ao nimero de nés na fungao de

onda.

o Normalizacao: No cédigo NeuroDiffEq, foi aplicada uma normalizacdo manual via
integral trapezoidal pds-treino. Entretanto, a falha estrutural para n = 6 (Figura
4.6¢) viola a conservagao de paridade esperada para o pogo, demonstrando que a

rede nao aprendeu a fisica do sistema para energias mais altas.
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o Confinamento: O preenchimento azul claro nas figuras representa as barreiras
infinitas. A capacidade da rede PyTorch em manter a solu¢ao restrita ao dominio
interno, mesmo com uma fun¢ao de perda que pune desvios na derivada inicial
(dy/dz em x = 0), demonstra uma superioridade técnica no tratamento de condigoes

de contorno de Dirichlet para problemas oscilatorios.

4.1.4 Oscilador Harmoénico Quantico

O oscilador harmoénico quantico é um dos sistemas mais relevantes da mecanica
quantica, descrevendo particulas sob um potencial quadratico V(z) = $mw?sz?. Diferente
do poco infinito, este sistema apresenta um confinamento suave, onde a funcao de onda deve
decair exponencialmente para zero conforme z — 400. Este cenario testa a capacidade
das redes neurais em aprender o decaimento assintético e as formas polidimensionais dos

polinomios de Hermite.

Especificagoes das Arquiteturas e Hiperparametros

Para este sistema, focamos na andlise do estado fundamental (n = 1) e dos
primeiros estados excitados , embora que nos nossos codigos podem ser vistos para os caso
(0, 1, 2, 3). A arquitetura PINN precisa equilibrar a oscilacao central com o decaimento

nas bordas. Os detalhes técnicos estdao na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Comparativo de hiperparametros das redes PyTorch e NeuroDiffEq para o
Oscilador Harmonico.

Parametro Implementacao PyTorch Implementacao NeuroDiffEq
Arquitetura 2 camadas (16 ou 32 neurénios) 3 camadas (64 neurdnios)
Fungao de Ativagao tanh(x) tanh(x) + sin(z)
Otimizador Adam Adam / L-BFGS

Taxa de Aprendizado (Ir) 0,001 a 0,005 0,01 (L-BFGS)

Critério de Erro MSE MSE

Epocas de Treino 15.000 5000

Analise Computacional

A analise dos resultados para o estado n = 1 e subsequentes revela o comporta-

mento da rede frente a potenciais continuos:

o Convergéncia e Estabilidade: A implementacdo PyTorch demonstrou uma
convergéncia robusta, com a Loss total (residuo da EDO + condigdes de contorno)
atingindo patamares inferiores a 107%. O uso da funcio de ativagao tanh(z) permitiu
uma representagao eficiente da curvatura da fungao de onda 1 (x). Erro L2 Relativo

Como observado na Figura 4.7d, manteve-se na ordem de 1072 a 10~° durante o
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Figura 4.7: Resultados da PINN PyTorch para o estado n = 1: (a) Fungao de onda, (b)
Convergéncia da Loss, (¢) Extrapolacao e (d) Erro pontual.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

dominio de treino. Isso indica que a rede nao apenas ‘memorizou” os pontos, mas
aprendeu a dindmica da equacao diferencial. Para a solugao via Neurodiffeq, o
erro relativo foi 100x maior que pelo Pytorch, porém a quantidade de épocas foi

massivamente menor.

Capacidade de Extrapolagao: A Figura 4.8c e 4.7c mostra o fendmeno de
divergéncia fora do intervalo de treinamento . Diferente da solucdo analitica que
tende a zero, a rede neural, por nao possuir o viés indutivo de decaimento infinito,
perde a precisao rapidamente ao sair da "Training Zone', evidenciando a necessidade

de dominios de treino amplos para este potencial.

Analise Fisica

Do ponto de vista da fisica quantica, a rede neural foi capaz de mimetizar

propriedades fundamentais do oscilador:
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Figura 4.8: Resultados da PINN Neurodiffeq para o estado n = 1: (a) Fungao de onda,
(b) Convergéncia da Loss, (c¢) Extrapolagao e (d) Erro pontual.
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

1. Paridade da Solucgao: Para n = 1, as redes reproduziram com fidelidade a natureza
antissimétrica da fungao de onda (¢¥(—z) = —1(z)) e a presenca do né central em
x = 0, onde a probabilidade de presenca ¢ nula. O comportamento de tunelamento
nos limites da barreira PINN capturou corretamente o comportamento da funcao de
onda nas regioes classicamente proibidas (onde E < V(x)), mostrando o decaimento
suave em vez de um corte abrupto como no poco infinito. Ja a sensibilidade ao
autovalor do modelo depende intrinsecamente do termo de energia inserido na EDO
(k=2(n+ 1/2)). Pequenas variagoes na estrutura da rede impactam a posi¢ao dos
nos, confirmando que a PINN estd resolvendo a fisica do problema e nao apenas

realizando uma regressao linear dos dados de entrada.

4.1.5 Barreira de Potencial Dupla

O problema da barreira dupla estende a complexidade do tunelamento quantico
ao introduzir multiplas interfaces de potencial. O sistema é dividido em cinco regioes
distintas, onde a particula de energia I < V; o deve atravessar duas barreiras de potencial.
Este cenério é um teste rigoroso para PINNs, pois exige a manutenc¢ao da continuidade
da fungdo de onda 1 (z) e de sua derivada ¢’'(z) em quatro pontos de transi¢io; antes
da barreira, dentro da primeira barreira, regiao entre as barreiras e dentro da segunda

barreira, além de lidar com o comportamento evanescente e oscilatorio alternado.
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Especificag6es das Arquiteturas e Hiperparametros

Dada a natureza multirregional, a implementacao PyTorch utilizou uma estratégia

de aprendizado por subdominios, enquanto o NeuroDiffEq empregou uma funcao de

ativacao composta para capturar as transicoes suaves.

Tabela 4.5.

Os parametros sao detalhados na

Tabela 4.5: Comparativo de hiperparametros para o sistema de Barreira Dupla.

Parametro Implementacao PyTorch  Implementacao NeuroDiffEq
Arquitetura 3 camadas (32 neur6nios cada) 3 camadas (64 neurdnios cada)
Funcao de Ativacao sin(z) tanh(z) + sin(z)
Otimizador Adam (Ir = 0,001) L-BFGS (Ir = 0,0001)
Estratégia Treinamento por subdominios Global com Heaviside (e = 1)

Epocas de Treino 10.000 por regiao

10.000 (total)
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Figura 4.9: Resultados para Barreira Dupla via PyTorch: (a) Sobreposi¢ao analitica vs
predita, (b) Curvas de Loss e MSE, (c) Teste de extrapolagao e (d) Erro absoluto local.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Anailise Computacional

» Convergéncia por Regides: A abordagem PyTorch, ao isolar cada regiao (oscilaté-
ria vs. evanescente), obteve uma perda de treino (Figura 4.10b) extremamente baixa,
estabilizando abaixo de 107%. Isso permitiu que cada rede especializada aprendesse a
frequéncia especifica k; ou o decaimento ks, k3. Erro L2 Relativo global obtido foi de
1,33 x 1072, Observa-se na Figura 4.10d que os picos de erro ocorrem exatamente
nas interfaces das barreiras, onde a rede neural precisa conciliar a mudanca abrupta

no termo da segunda derivada da equacao de Schrodinger.

o Instabilidade do NeuroDiffEq: A implementacao via NeuroDiffEq, embora
consiga mapear a forma geral, apresenta dificuldades na preservacao da funcao
de onda na primeira barreira, entre as barreiras e na segunda barreira. O uso de
fungoes Heaviside para definir o potencial global insere uma nao-linearidade que
pode dificultar o ajuste do otimizador L-BFGS em minimos globais precisos. Além
disso, como observado no problema do pogo potencial e degrau a implementacao
via Neurodiffeq possui dificuldades de entender o que acontece apds a primeira
transmissao de regime. A implementacao via a Pytorch superou consideralmente

porque a sua construcao foi divida em particdo do dominio assim como as respectivas
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derivadas exatas entre as mudancas de regime. Embora a Neurodiffeq desemepenhou

bem antes da primeira barreira (Fig.4.4a)

Analise Fisica

Observamos que o tunelamento Sequencial produzido reproduziu corretamente o
decaimento exponencial dentro das barreiras 1 e 2 (regides sombreadas em azul claro na
Figura 4.10a), mantendo a coeréncia de fase na regiao entre barreiras. Um dos sucessos
notaveis foi a manutencao da continuidade. Mesmo sem a imposic¢ao explicita de “matching”
de derivadas no codigo NeuroDiffEq, a minimizacao do residuo da EDO forgou a rede a

suavizar as transicoes, respeitando o postulado de que a funcao de onda deve ser continua.
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Neste trabalho, investigou-se a aplicacao de Redes Neurais Informadas pela Fisica
(PINNS) na resolugao da equagdo de Schrodinger independente do tempo para diferen-
tes potenciais quanticos unidimensionais. Foram analisados sistemas de complexidade
crescente, incluindo o potencial degrau, a barreira finita, o pogo de potencial infinito,
o oscilador harmonico e a barreira dupla, por meio de duas abordagens distintas: uma
implementagao manual utilizando a biblioteca PyTorch e uma abordagem mais generalista
baseada na biblioteca NeuroDiffEq.

Os resultados obtidos demonstram que ambas as metodologias sao capazes de
aproximar solucoes fisicas de forma satisfatoria em regimes simples e moderadamente
complexos. Entretanto, a implementacao desenvolvida em PyTorch apresentou desem-
penho sistematicamente superior em todas as simulacoes realizadas, destacando-se em
termos de convergéncia, estabilidade numérica e preservacao das propriedades fisicas das
solugoes, especialmente em sistemas caracterizados por mudancas abruptas de regime e
alta frequéncia espacial, como o potencial barreira dupla em que pela complexidade do
sistema a Neurodiffeq falhou em nossos testes.

Essa superioridade esta diretamente associada a forma como a fungao de perda
foi construida na abordagem via PyTorch. Nesse caso, a rede neural nao é guiada apenas
pelo residuo da equacao diferencial que descreve o sistema quantico, mas também por
informacoes adicionais extraidas da solugao analitica, tais como valores da fungao de onda,
bem como suas derivadas de primeira e segunda ordem, incorporadas explicitamente no

termo de loss. A funcao de perda utilizada assume a forma:

Ois) ay<xo>>2 (S 8@@)2, (5.0

A B 2
L = (Jo(z0) — y(z0)) +< o7 oz 22 92

a qual atua como uma verdadeira bissola para o processo de otimizagao, restringindo o

espaco de solugdes admissiveis e promovendo ajustes mais refinados dos parametros da

rede neural.
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Além disso, foi empregada uma estratégia de particionamento do dominio de
treinamento, na qual cada subdominio espacial foi tratado por uma rede neural indepen-
dente, especializada no regime fisico local. Ao final do treinamento, a solugao global foi

reconstruida pela superposicao das solugoes parciais, conforme

(@) = i (x) + o) + -+ (), (5.2)

onde cada 1[12(x) representa a solucao obtida separadamente por uma PINN associada a
um subdominio especifico. Essa estratégia mostrou-se particularmente eficaz em potenciais
que apresentam transicoes abruptas, como o potencial degrau e a barreira e a mesma ideia
nao foi adotada para a Neurodiffeq pois o objetivo era generalizar e diminuir ao maximo
possivel particoes do dominio e criagoes de redes neurais para cada particao.

Por outro lado, a abordagem baseada na biblioteca NeuroDiffEq mostrou-se con-
ceitualmente mais geral e robusta sob o ponto de vista da modelagem, uma vez que nao
requer o conhecimento prévio da solucao analitica nem de suas derivadas; informagoes
que, em muitos problemas fisicos reais, sao desconhecidas ou impossiveis de obter. Essa
caracteristica torna o método especialmente atrativo para aplicagoes mais amplas. No
entanto, essa generalidade vem acompanhada de maior sensibilidade a escolha de hiperpa-
rametros, como fungoes de ativagao, taxas de aprendizagem e niimero de neurdnios por
camada, o que torna o processo de treinamento mais rigido e suscetivel a instabilidades.
Ainda assim, observou-se que, em alguns sistemas especificos, como o oscilador harmonico,
potencial degrau, poco potencial com o niimero quantico n = 1 e potencial de barreira
simples, a abordagem via NeuroDiffEq apresentou desempenho comparavel ao obtido
com a implementacao em PyTorch, indicando que, quando adequadamente ajustada, essa
metodologia pode produzir solugbes fisicamente consistentes.

Em sintese, os resultados indicam que PINNs constituem uma ferramenta poderosa
para a resolugdo de problemas quanticos. Enquanto a implementagao manual em PyTorch
oferece maior controle e desempenho quando informacoes analiticas estao disponiveis, a
abordagem via NeuroDiffEq se destaca pela generalidade e potencial de aplicagao em
problemas mais complexos. Dessa forma, abordagens hibridas, que conciliem a flexibilidade
e o controle da implementagao manual com a generalidade das bibliotecas de alto nivel,
representam um caminho promissor para investigacoes futuras.

Como continuidade natural deste trabalho, pretende-se investigar de forma mais
aprofundada a estabilidade e a robustez numérica do método NeuroDiffEq, bem como
expandir sua aplicagado para sistemas quanticos de maior complexidade computacional.
Destacam-se, nesse contexto, a equacao de Schrodinger dependente do tempo em trés
dimensoes e sistemas governados por potenciais altamente nao lineares. Uma perspectiva
particularmente relevante é a aplicacao de PINNs a problemas de cosmologia quantica,

como aqueles descritos pela equagao de Wheeler-DeWitt, que modela a dinamica quantica
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do universo primitivo por meio de uma equacao diferencial funcional. A utilizacao
de redes neurais informadas pela fisica nesse contexto pode oferecer novas ferramentas
computacionais para a investigagao da origem e evolugao do universo.

Além disso, pretende-se desenvolver arquiteturas mais autonomas, capazes de ajus-
tar dinamicamente seus hiperparametros durante o treinamento, ampliando a escalabilidade

e a aplicabilidade das PINNs em problemas fisicos de alta complexidade.
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